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Géométrie aléatoire

(M, g) variété riemannienne, compacte, sans bord, de dimension n.
On choisit une sous-variété de codimension r de M “au hasard’.

Question

Que peut-on dire de sa géométrie (volume, courbure, ...) ou de sa
topologie (nombre de composantes connexes, nombres de Betti,
caractéristique d'Euler, ...)?

On cherche une réponse statistique : moyenne, moments, loi,
comportement presque sir. . .
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Racines de polynémes réels

Sur C, un polynéme de degré d a d racines, génériquement simples.
Question

Combien un polynéme de Ry4[X] a-t-il de racines réelles? J
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Racines de polynémes réels

Sur C, un polynéme de degré d a d racines, génériquement simples.

Question

Combien un polynéme de Ry4[X] a-t-il de racines réelles?

Théoréme (Kac, 1943)
d

Soit P = Z a;X" avec aj des v.a.i.i.d. gaussiennes centrées réduites et
i=0
Zy = P~1(0), alors

E[card (Z4)] ~ % In(d).
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Dimension supérieure

Notations
Soit a = (aoa DK aan) S Nn+1, on note :
0|a|:a0+..-+an, o al =ag!---ap,!,
o sila|=d d d!
o) = 1 = —=
oXa=X0010...X,?zn, “ i

P polynéme homogene de Rf°™[ X, ..., X,] : P = Z an X,
|a|=d
P~1(0) cone de R, on s'intéresse a Zp = P~1(0) N S".
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Le 16éme probléme de Hilbert

En dimension n = 2, Zp est génériquement une union disjointe d'ovales.

Probléeme

Combien Zp peut-il avoir de composantes
connexes (en fonction de d)?

Quels sont les agencements possibles pour
ces composantes ?

Théoréme (Harnack, 1876)

Soit P € RZ"'”[XO, X1, Xo] tel que Zp soit non singulier, alors Zp a au plus
(d — 1)(d — 2) 4+ 2 composantes connexes.
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Variables gaussiennes

(V,(-,")) euclidien de dimension N,
A auto-adjoint et défini positif.

Définition
On dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans V est gaussienne,
centrée, de variance A, si sa loi admet la densité :

1

m exp <—% </\—1x,x>)

par rapport a la mesure de Lebesgue. On note X ~ N(A).

Si X est réduite (A = Id), alors dans toute base orthonormée (ey,...,ep),
X =3 ajej avec a1, ..., a, des v.a.i.i.d réelles de loi N/(1).
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Quelques propriétés des gaussiennes

@ Dans le monde gaussien, deux v.a. sont indépendantes ssi elles sont
décorrélées.

@ Si X ~N(A)dans Vet L:V — V’ linéaire entre espaces euclidiens,
alors on a L(X) ~ N(LAL").

t
@ Si (X, Y) est gaussien centré de variance <2 BC> alors la loi de Y

sachant que X = 0 est aussi gaussienne centrée et sa variance est :

C — BA 1Bt
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Polynémes de Kostlan-Shub—Smale

On considére P € RI°P™M[Xy, .

., Xn] aléatoire distribué selon la loi de
Kostlan :

_ (d+n)! d\ .
Py T 22 2 ()X
|a|=d
ou les (a4 )|a|=q sont des v.a.i.i.d de loi N(1).
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Polynémes de Kostlan—Shub—Smale

On considére P € RI°P™M[Xy, ..., X,] aléatoire distribué selon la loi de
Kostlan :
(d+ n)! d
P = [o" on’
T §|_:da a

ol les (aq)ja|=d sont des v.a.i.i.d de loi N(1).

Remarque

P ~ N (Id) dans RI°™[Xo, ..., X,] pour le produit scalaire L? :

1
(P,Q) =5 /{ gy POAE ()

En particulier, la loi de Kostlan est invariante sous I'action de Op4+1(R) par
précomposition.
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Polynémes de Kostlan-Shub—Smale

Soient d,n € N* et r € {1,...,n},
Pi,..., P, de degré d indépendants distribués selon la loi de Kostlan,
on note Zd:Zp1 N---NZp, c s".

Lemme

Zy est presque surement une sous-variété lisse de codimension r de S". J
Théoreme (Kostlan, 1993)

Pour tout n, r et d, on a : E[Vol (Z4)] = dz Vol (S""). J
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Polynémes de Kostlan—Shub—Smale

Figure: Courbes aléatoires de degré 56 dans S? dans le modéle de Kostlan.

Images par Maria Nastasescu (Caltech).
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Cadre algébrique réel

X variété projective complexe de dimension n, définie sur les réels.
M lieu réel de X', supposé non vide.

(&, he) fibré hermitien de rang r sur X
(L, he) fibré en droites hermitien positif sur X
w forme de Kahler induite par la courbure de L.

On suppose que L et &£ sont équipés de structures réelles compatibles.
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Cadre algébrique réel

X variété projective complexe de dimension n, définie sur les réels.
M lieu réel de X', supposé non vide.

(&, he) fibré hermitien de rang r sur X

(L, he) fibré en droites hermitien positif sur X.

w forme de Kahler induite par la courbure de L.

On suppose que L et &£ sont équipés de structures réelles compatibles.

Exemple

X =CP", M =RP",

E est le fibré trivial C" x CP" — CP",

L est O(1) le fibré des hyperplans et donc w est la forme de Fubini-Study.
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Cadre algébrique réel

RHO(X,E ® L) espace des sections holomorphes globales invariantes par
conjugaison de £ ® L£9.

w, he et he induisent un produit scalaire L2 sur RHO(X, € ® L9).
Définition

sq € RHO(X, € ® L£9) section aléatoire de loi A/(Id),
Zg=s;1(0)N M.
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Cadre algébrique réel

RHO(X,E ® L) espace des sections holomorphes globales invariantes par
conjugaison de £ ® L£9.

w, he et he induisent un produit scalaire L2 sur RHO(X, € ® L9).
Définition

sq € RHO(X, € ® L£9) section aléatoire de loi A/(Id),
Zg=s;1(0)N M.

Exemple

RHO(X,E ® £4) = (RP™[Xo, ..., Xa])',
sq est un r-uplet de polynémes de Kostlan—-Shub—Smale indépendants.
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Cadre algébrique réel

RHO(X, & ® L) espace des sections holomorphes globales invariantes par
conjugaison de £ ® L£9.

w, he et he induisent un produit scalaire L2 sur RHO(X, € ® L9).
Définition

sq € RHO(X, € ® L£9) section aléatoire de loi A/(Id),
Zg=s;1(0)N M.

Exemple

RHO(X,E ® £4) = (RP™[Xo, ..., Xa])',
sq est un r-uplet de polynémes de Kostlan—-Shub—Smale indépendants.

Lemme

Zy est presque surement une sous-variété lisse de codimension r de M.

v
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Espérance du volume

|d V| mesure riemannienne sur M, |dV,| mesure riemannienne sur Zy.

Pour tout ¢ € CO(M), on note (Zy, &) — / 61dVyl.
Zy

Théoréme (L., 2014)

Pour tout ¢ € C°(M),

{2, o) = 8% ([ olavinl) ST + 610 0(a7).

ou le terme d’erreur est indépendant de ¢.
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Espérance du volume

|d V| mesure riemannienne sur M, |dVy| mesure riemannienne sur Zy.

Pour tout ¢ € CO(M), on note (Zy, &) — / 61dVyl.
Zy

Théoréme (L., 2014)
Pour tout ¢ € C°(M),

{2, o) = 8% ([ olavinl) ST + 610 0(a7).

ou le terme d’erreur est indépendant de ¢.

Corollaire
Vol (S"~")

Au sens des mesures de Radon, d~2E[Z,] o Vol (S7)
—+00

[dVum|.
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Variance du volume

Théoréme (L., 2016)
Si1 < r < n, alors pour tout ¢ € CO(M)

Var((Zy,¢)) = d""2 (/M ¢?|d VMI) Toy + o(d"g) :

ou I, , est explicite et 0 < Z, , < +00.
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Variance du volume

Théoréme (L., 2016)
Si1 < r < n, alors pour tout ¢ € CO(M)

Var((Zy,¢)) = d""2 (/M ¢?|d VMI) Toy + o(d"g) :

ou I, , est explicite et 0 < Z, , < +00.

Corollaire

Var(Vol (Z4)) = d" % Vol (M) Z,, , + o(dr—%> _

Thomas Letendre Volume des sous-variétés aléatoires Lyon — 30/09/16 14 / 31



Le cas des points

Pour un polynéme de Kostlan—Shub—Smale dans S! (n = r = 1).

Théoréme (Kostlan, 1993)
E[card(Zy)] = 2Vd.

Théoréme (Dalmao, 2015)

Il existe 0% > 0 explicite tel que

Var(card(Zy)) ~ o?Vd.

De plus,

card(Zg) —2vVd  joi s N(1).

1 4
oda d——+o0
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Concentration en probabilité

Corollaire

Soit 1 < r < n, alors pour tout ¢ € CO(M),

P(|(Zs. ) ~ElZa,0)]| > d

FNE
——
Il
o
/N
Q.
.
m‘\
s
~——

Démonstration.
Par I'inégalité de Chebysheyv,

P([(Z4,6) ~El(Za, 0)]| > dF) < d £ Var((Zy,9)) = O(dF") .
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Equidistribution en probabilité
Corollaire

Soit 1 < r < n, pour tout ouvert U C M,

P(ZyNU=0) = o(d—

2>

o = = E A
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Equidistribution en probabilité

Corollaire
Soit 1 < r < n, pour tout ouvert U C M,

P(ZyN U =0) = o(d—%) .

On prend ¢y € C°(M), nulle hors de U, strictement positive sur U.
Soit € > 0 tel que :

Pour tout d assez grand,

r 1 r VOl (Sn—r)
E[(Zg,0u)] — d2e > §d2 (//\4¢U ‘dVM’) VoI—(S”) > 0.
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Equidistribution en probabilité

P(ZgNU=0)=P((Z4,9u) =0)
P(<Zda¢U <E[{Z4, ¢U>]—d25)
<IP’(‘ Zq,0u) —E[{(Z4,00) ]‘ >d2€>

< d,gV r((Zd, ou))

)

(d—%).
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Universalité du lieu des zéros

Théoreme (Gayet—\Welschinger, 2013)

Soient ¥ une sous-variété compacte sans bord de codimension r de R" et
R > 0. Il existe Gz g > 0 telle que, pour tout x € M,

P(2:06 (x55) o T avee (B(x5) . 2) = ®.D) > Gee

De plus, Cs g > 0 pour R assez grand.
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Universalité du lieu des zéros

Théoreme (Gayet—\Welschinger, 2013)

Soient ¥ une sous-variété compacte sans bord de codimension r de R" et
R > 0. Il existe Gz g > 0 telle que, pour tout x € M,

P(2:06 (x55) o T avee (B(x5) . 2) = ®.D) > Gee

De plus, Cs g > 0 pour R assez grand.

Théoreme (Gayet—\Welschinger, 2011)

Dans le cas des courbes dans S?, il existe C; et Co > 0 telles que :

P (Z4 a le nombre maximal de composantes connexes) < Cre~ <.
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La fonction de corrélation

Soit P un polynéme de Kostlan dans Rt‘f"‘[Xo,

., Xx], P definit un
processus gaussien centré (P(x))xesn-

Ce processus est caractérisé par sa fonction de corrélation :

ed : (x,y) = E[P(x)P(y)]
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La fonction de corrélation

Soit P un polynéme de Kostlan dans Rt‘fm[Xo, ..y Xp], P définit un
processus gaussien centré (P(x))xesn-

Ce processus est caractérisé par sa fonction de corrélation :

ed : (x,y) = E[P(x)P(y)]

BlP)P] = o 3 () = L ey
Py |
= % cos (D(x, y))?.

Thomas Letendre Volume des sous-variétés aléatoires

Lyon — 30/09/16 20/ 31



La fonction de corrélation

Soit P un polynéme de Kostlan dans Rt‘fm[Xo,

.., X,], P définit un
processus gaussien centré (P(x))xesn-

Ce processus est caractérisé par sa fonction de corrélation :

ed : (x,y) = E[P(x)P(y)]

E[P(x)P(y)] = (d+nt 3 (d>xaya _ (d+n)!

d
a2 \a = g (X))
o (d + n)l d
=g 0s(D0x, )"
Remarque
En dérivant sous l'intégrale, dxeq(x,y) = E[(dxP)P(y)]. J
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Limite d'échelle du noyau de Bergman

Dans le cas général, la fonction de corrélation ey est le noyau de Bergman.

On a une limite d'échelle universelle pour e; (Ma—Marinescu, 2007) :

d" d
est) = Lrew (~5 Ix—17).

N Ind
dés que D(x,y) < K\/E'

Théoréme (Ma—-Marinescu, 2015)
Il existe C > 0 tel que, pour tout k € N,

lea(x,y)llex = O(d™ % exp (~CVdD(x,y)) )

indépendamment de (x,y).
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Une heuristique pour le volume moyen

Le noyau de Bergman fait apparaitre une échelle caractéristique \/LE.

P N e 1.
On découpe M en boites de taille 77

~ Vol (M) d? boites.

Les boites sont indépendantes, et il se passe la méme chose dans chacune :
méme proba que Zy ait une géométrie donnée dans cette boite.
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Une heuristique pour le volume moyen

1

Le noyau de Bergman fait apparaitre une échelle caractéristique NCE

: N Mo 1.
On découpe M en boites de taille 73
~ Vol (M) d? boites.

Les boites sont indépendantes, et il se passe la méme chose dans chacune :
méme proba que Zy ait une géométrie donnée dans cette boite.

n—r

; 1 ' 1\ 77
Composantes de taille L donc volume de |'ordre de (3) )

Finalement Vol (Z4) est proportionnel a Vol (M) dz.
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Formule de Kac—Rice

On se place dans le cas des hypersurfaces (r = 1).
P € Rh™(Xy, ..., X, de loi N'(Id), Zg = P71(0) N S".

Formule de Kac-Rice
Pour tout ¢,

E[ 5 ¢|d Vd@ = \/% . d)(X)E[”dXP!J(I:,(Z — 0}

Dans le cas général, x — ey(x, x) ne s'annule pas pour d assez grand
(i.e. la distribution de P(x) n'est pas dégénérée).
Alors formule similaire.
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Asymptotique de |'espérance

E[(Zq,9)] = \/%_ﬂ /XESH (b(X)IE[HdXP!d’(Z’(Z _ 0}

On a eq(x, x) ~ %. [l faut estimer E[dePH ‘P(x) = 0]
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Asymptotique de |'espérance

g S

On a ey(x,x) ~ L. |l faut estimer E[dePH ‘P(x) = O]

(P(x), dxP) est un vecteur gaussien centré de variance

eq(x, x) Opeq(x,x) -+ Oy,eq(x,x)
A O €d(X,Xx) 0x 0y eq(x,x) -+ 0y 0y,eq(x,x)
Oxped(X,x)  0x,0y,€d(x,x) -+ 0Ox,0y,eq4(x,x)

La loi conditionnelle de dyP est une gaussienne centrée.
Sa variance s'obtient a partir de A.
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Asymptotique de |'espérance

g S

On a ey(x,x) ~ L. |l faut estimer E[dePH ‘P(x) = O]

(P(x), dxP) est un vecteur gaussien centré de variance

eq(x, x) Opeq(x,x) -+ Oy,eq(x,x)
A O €d(X,Xx) 0x 0y eq(x,x) -+ 0y 0y,eq(x,x)
Oxped(X,x)  0x,0y,€d(x,x) -+ 0Ox,0y,eq4(x,x)

La loi conditionnelle de dyP est une gaussienne centrée.
Sa variance s'obtient a partir de A.
On utilise les estimations sur e4 pour conclure.
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Asymptotique de la variance

Var((Zy,¢)) = E [<zd,¢>2} —E[(Zs,0)]?.

Par Kac—Rice, E[(Zy , $)]° vaut

L  El1e:P1 P00 = o] B[ 1d, Pl | Pty) = o]
X,y eSn

o Ved(x, x) V ed(y,y)
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Asymptotique de la variance

Var((Zy,¢)) = E [<zd,¢>2} —E[(Zs,0)]?.

Par Kac—Rice, E[(Zy , $)]° vaut

L  El1e:P1 P00 = o] B[ 1d, Pl | Pty) = o]
X,y eSn

2 Ved(x, x) vealy,y)
Par ailleurs,

E[(Zd,@ﬂ:u«:u

6()0(y) [d vﬂ |

7.y€zd
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Formule de Kac—Rice 2

Pour d assez grand, on a det (:Zgji; 2:8:){;) #0, dés que x # y
(i.e. la loi (P(x), P(y)) n'est pas dégénérée).

Formule de Kac-Rice

¢ Ux,ye 2, $(x)p(y) |d vd|2} _

| S0 )E[udxpu e Pll| P(x) = 0 = P(y)]
21 Jxyesn Ved(x; x)eq(y,y) — ea(x, y)?
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Thomas Letendre Volume des sous-variétés aléatoires

Asymptotique de la variance

Finalement
Var((Zo.0) = 5= [ o(000)Pu(x.0)
E| P ||d, Pll| P(x) = 0 = P(y)
Dd(x,y) =

Vea(x,x)eq(y,y) — ed(x, y)?

E[ldPl| | P(x) = 0] E[I1d, Pl | P(y) = )

\V/ ed(Xax) V ed(yay)
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Asymptotique de la variance

Pour D(x,y) > K%, on montre que Dy(x,y) est O(dr_g_1>.

Par ailleurs - Dy (x,x + \/ig) m D(z).

/vaegn d(x)p(y)Dy(x,y) ~ /XESn /yeB(X7 B(x)d(y)Dy(x, y)

nd)
Vd

~ds i)D < , i)
/xeS" /zeB(o,In d) ¢(X)¢ (X " \/3 A \/3

o5 ([ o) (o)
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Equidistribution presque sure

On considére une suite aléatoire de polynémes de degrés croissants :

(Pa)aen- € ] RE™[Xo, .- -, Xal,
deN*

distribuée selon la loi dv, produit des lois de Kostlan.

Corollaire

Si n > 3, alors dv-presque surement on a :

Sy 1 _ Vol (s"1)
i € CHET), Vd (Zpy»9) d—+oo Vol (SN) /n 2
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Equidistribution presque sure

Soit ¢ € C°(S"), on a :

1 ? 1
E {Z <ﬁ ((Zp, , d) — E[(Zd,@])) ] =Y 5 Var({Za,9)) < +oo,

d>1 d>1

car Var((Z4,9)) = O(dl_%>. Donc dv-p.s.

d>1 (

1 > dv—p.s. Vol (Sn_l) /n¢

2
(Zpy ) E[<zd,¢>1>) < 40,

Q-

et

ﬁgp"’gﬁ d—+oo Vol (S7)

On conclut par séparabilité de CO(S").
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The end

Merci de votre attention.

o = = E A
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